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RESUMEN

Las técnicas estocasticas y probabilisticas juegan un papel fundamental en la modelizacién matematica de aspectos
relacionados con las ciencias naturales y sociales. En fisica, los modelos estocésticos son usados con frecuencia en
areas tan diversas como la climatologia, la biologia molecular, la bioquimica, asi como en la economia. El propdsito
de este trabajo es el de plantear la aplicacion a las finanzas de modelos y procesos utilizados en el campo de la fisica
estadistica, mediante técnicas y resultados de la teoria estocéstica de procesos y en particular de procesos de difusion
que, directamente surgidos y aplicados en el campo de la fisica tienen su utilidad en el campo de la economia financiera.
En nuestro caso, se pretende relacionar la ecuacion de Fokker-Planck con el modelo planteado por Black y Scholes
dado que éste Ultimo es modelizado mediante una ecuacion parcial diferencial estocéstica y pueden establecerse
similitudes con los procesos estocasticos y de difusion que se observan en la fisica.

Palabras clave: Fisica Estadistica, Fisica Mecanica, Econofisica, Procesos Estocasticos, Métodos Computacionales,
Derivados Financieros, Elementos Finitos, Proceso de Difusion.

Statistical Physics Applications for the Valuation of Financial Assets:
From the Fokker-Planck Equation to the Black-Scholes Model. Finite
Difference Solution for European Put Options.

ABSTRACT

The stochastic and probabilistic techniques play a fundamental role in the mathematical modeling of aspects related
to the natural and social sciences. In physics, stochastic models are often used in areas as diverse as climatology,
molecular biology, biochemistry, as well as economics. The purpose of this paper is to propose the application to
finance of models and processes used in the field of statistical physics, through techniques and results of the stochastic
theory of processes and in particular of diffusion processes that, directly emerged and applied in the field of physics
are useful in the field of financial economics. In our case, we intend to relate the Fokker-Planck equation to the model
proposed by Black and Scholes, since the latter is modeled by a stochastic differential partial equation and similarities
can be established with the stochastic and diffusion processes observed in physics.
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1. FISICA, FINANZAS Y METODOS NUMERICOS. UNA BREVE
INTRODUCCION A LA ECONOFISICA.

Aunque precursores de la economia moderna tales como Bachelier, que argumento
que las fluctuaciones del precio se comportaban como un camino aleatorio y las
modelizé de acuerdo a un movimiento browniano; Walras en su “Teoria del Equilibrio
General”; Pareto y su distribucion de la riqueza o incluso mas reciente, el econémetra
Georgescu-Roegen, que considera la ley de la entropia como la mas afin al proceso
econémico (Georgescu-Rogen, 1971), han formulado y aplicado métodos de la fisica
en la economia, estas dos disciplinas no han estado unidas a lo largo de la historia.
En palabras de Roehner (2002), quizas, el primer pre-econofisico fue Quételet cuando
establecié un método para comparar tanto la fisica como los datos sociales y, aunque
durante toda su vida fue astrénomo, tuvo un fuerte interés personal en las ciencias
sociales y en particular, en cuestiones demogréaficas.

Segun Schinckus (2010), desde hace algln tiempo ha empezado a haber cierta
conexion entre la fisica y la economia, surgiendo, segun Gingras y Schinckus (2012)
“una disciplina que puede ser considerada como una nueva perspectiva de la
economia. ” De este modo, no se puede hablar de “econofisica” como tal hasta hace
bien poco dado que el término no se usé por primera vez hasta 1995, concretamente
en una conferencia internacional sobre fisica estadistica en Kolkata (India) por el Dr.
H. Eugene Stanley. Es, por tanto, en esos afios de mitad de la década de los 90 cuando
algunas revistas del campo de la fisica empiezan a publicar en sus contenidos articulos
con estudios economicos. Desde entonces, los fisicos se han ido involucrando cada
vez mas en el analisis de los sistemas econdmicos y financieros desde su Gptica y con
hipétesis, planteamientos y modelos de su campo, alegando que los procedimientos
son mas adecuados que los que disciplinas tradicionales relacionadas con los hechos
econdmicos venian planteando.

1.1. Contribucién de la econofisica a la economia

Podriamos clasificar en cuatro las areas de la economia en las que la econofisica
ha contribuido, y esté& contribuyendo, de forma activa y a la luz de la ingente literatura
publicada, estas son:

1) Mercados financieros,

2) Distribucidn de la riqueza e ingresos,

3) Economia industrial (distribucion del tamafio de las compafiias y tasas de
crecimiento) y

4) Anélisis de redes,

ya que existe una creencia casi comun entre los “econofisicos” de que las regularidades



empiricas universales pueden descubrirse al menos en estas areas (Kutner y Grech,
2008). Segun estos autores, todos los estudios en econo- y sociofisica pueden
clasificarse en tres categorias, independientemente de si se basan en:

(i) métodos estadisticos, incluida la termodinamica fenomenologica de los estados de
equilibrio y no equilibrio o la fisica estadistica exdtica (0 no gaussiana y no
exponencial),

(ii) métodos deterministas; esta categoria se basa, por ejemplo, en teorias de campo o
la teoria del caos determinista, y

(iii) métodos hibridos, donde los enfoques deterministas son perturbados por
diferentes ruidos estocasticos (la dinamica de tipo Langevin, que se suministra con un
ruido blanco, es aqui un ejemplo de referencia).

En este sentido, haciendo una sucinta revision de la literatura, diversos autores han
tomado prestados modelos de la fisica y aplicado a los mas diversos campos de la
economia; por ejemplo, Ilinski (2001) aplica conceptos de la electrodinamica a la
dindmica de mercados en situacién de no-equilibrio; Ingber (1990) usa elementos de
la mecanica estadistica para modelizar la estructura de tipos de interés; Watts (2004)
emplea la teoria de grafos para explicar cémo todo estd conectado; Schanden (2002)
utiliza la teoria cuantica para modelizar mercados financieros secundarios y Voit, en
su obra The Statistical Mechanics of Financial Markets, da una interesante
introduccidn sobre las propiedades estadisticas de los mercados financieros para los
fisicos, y entre otras aplicaciones, demuestra que los movimientos de precios en
escalas de tiempo que varian en varios érdenes de magnitud pueden colapsarse en una
curva universal mediante una simple reescala del intervalo de tiempo y la densidad de
probabilidad observada (Voit, 2005).

Mas recientemente, Baaquie (2013), emplea elementos de la matematica cuantica
para describir la evolucion aleatoria de instrumentos financieros; Herzog (2015), va
mas alla e incluso se atreve a proponer un modelo econofisico para las burbujas
financieras; en cambio, James Chen, usa elementos de la fisica subatémica y la fisica
de particulas para separar el riesgo sistematico, recogido en el parametro beta del
modelo de valoracion de activos financieros (modelo CAPM! en inglés) (Chen, 2018)
y aqui en Espafia, por ejemplo, Trinidad Segovia y otros (2018), han establecido,
recientemente, paralelismos entre la dinamica que desarrollan las particulas de
diferentes materiales con la evolucién de los mercados financieros, concretamente con
el mercado de cambio de divisas.

L‘CAPM’, en sus siglas en inglés para ‘Capital Asset Pricing Model’.



Todos estos autores, la mayoria fisicos 0 muy ligados a este campo por la
naturaleza de sus investigaciones, por citar algunos, han visto posible utilizar esos
modelos porque pueden reflejar ciertas caracteristicas de las finanzas cuantitativas
modernas y piensan que se debe buscar un nuevo enfoque mas comparativo y basado
en evidencias empiricas mas “robustas” que las que proporcionaban, hasta ahora los
métodos tradicionales.

Sin embargo, debemos hacer algunas observaciones, ya que tal y como sefialan
Jovanovic y Schinckus (2010), han surgido discusiones entre fisicos y economistas
que no logran ver la unién entre ambos campos. Asi, estos autores han analizado los
principales origenes de estas dificultades en orden a contribuir al desarrollo de puentes
metodoldgicos y tedricos entre estas dos disciplinas, estudiando las razones por las
gue ciertos economistas son reacios a la aplicacion de la fisica estadistica a las finanzas
y exponiendo, basicamente, tres argumentos: 1) la econofisica es un campo orientado
a los datos sin fundamentos tedricos, 2) esta area no puede contribuir, de modo real, a
la teoria financiera existente y 3) el marco de referencia de la economia financiera no
esta lo suficientemente considerado por la fisica.

Por otro lado, el uso de métodos numéricos para la resolucion de problemas en el
ambito de las finanzas cuantitativas esta ampliamente desarrollado para dar respuestas
a la mayoria de cuestiones planteadas en un campo tan vasto como el que nos ocupa.
Algunos de estos problemas son de facil resolucién, o al menos no plantean excesivas
dificultades, pudiendo ser solucionados en su forma mas basica mediante métodos
numericos estandar. Sin embargo, de acuerdo con Brandimarte, se necesitan métodos
y herramientas més sofisticadas cuando surgen limitaciones a la formulacién bésica
de ciertos problemas (Brandimarte, 2002). Es decir, ademas del uso de métodos
numéricos tales como programacion matematica (incluyendo programacion
estocastica y de optimizacion?), métodos de simulacion Monte Carlo y métodos en
diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales parciales, se antoja necesario
el uso de software adecuado a tales fines.

Los mercados financieros son sistemas dinamicos complejos y en continua
evolucion. Para dar respuesta a esta complejidad y predecir esta evolucion, los
economistas, tradicionalmente, han elaborado modelos de simulacion basados en las
técnicas clasicas, como la mencionada anteriormente simulacién Monte Carlo, con
herramientas que proporcionaban la estadistica y la econometria. Estos modelos
clasicos, consideraban que los mercados estaban formados por agentes homogéneos,
con preferencias y caracteristicas iguales y constantes a lo largo del tiempo, que en

2 Mixed integer programming (MIP) o programacion en enteros.



caso de comunicarse lo hacian con interacciones muy simples, donde ademas se
suponia que el sistema subyacente se mantenia en equilibrio.

Sin embargo, cuando se observa la realidad, concretamente la realidad financiera,
se hace evidente que estas premisas de partida estan lejos de lo que realmente sucede
en los mercados financieros, ya que esa “aparente” homogeneidad de los agentes en
los mercados se torna heterogeneidad, pues poseen preferencias y caracteristicas
desiguales y no lineales (0 no constantes) a lo largo del tiempo (Pavard y Dugdale,
2001), lo que provoca un desequilibrio constante, que pone de manifiesto la
“imperfeccion” de los mercados, haciendo que la hip6tesis del mercado eficiente sea
puesta en duda, como asi se encargaron de demostrar Akerlof, Stiglitz y Spence, cuyas
investigaciones les otorgaron el Premio Nobel en 2001.

Una aproximacién muy interesante sobre el tema de los mercados financieros y con
un tratamiento mas amplio, desde el punto de vista de la econofisica, sobre el tema del
escalado y las correlaciones en los mismos, se pueden encontrar en Mantegna y
Stanley (2000). En esa linea, Borland, Bouchaud y otros (2006) introducen la idea
‘multifractal’®, relacionada con el escalado para modelizar las principales
caracteristicas estadisticas de las series cronoldgicas financieras, sefialando algunas
deficiencias de los modelos actuales, en particular con respecto a la simetria de
inversion de tiempo, y proponen una familia alternativa de modelos de multiples
escalas temporales, intermedias entre los modelos GARCH vy los modelos
multifractales, con resultados prometedores y Edgar (1994) aplica la teoria del caos a
la economia y la inversion en los mercados financieros, por poner algunos ejemplos.

1.2. Motivacion y Estructura.

El objetivo que nos proponemos en los siguientes apartados es el de desarrollar
un método determinista para la valoracién de opciones financieras, concretamente, la
valoracion de una opcidn europea que “promete” una rentabilidad f(St) en tiempo T
con una funcién de retorno (o payoff) f: f(S) = (K —S), . Para este calculo,
adoptamos el modelo de Black-Scholes, donde el subyacente evoluciona de acuerdo
con la ecuacion diferencial estocéstica

dSt = St(Tdt + Uth), SO =S (1)

donde S denota el precio spot (actual) del subyacente activo con riesgo.

3 Benoit Mandelbrot fue el primero en introducir el concepto de geometria fractal en las
matematicas, cuyo concepto va mas alla que la geometria convencional pues trata de explicar
gue la mayoria de los sistemas fisicos de la naturaleza y muchos artefactos humanos no son
formas geométricas regulares (conceptos de la teoria Euclidiana clasica).



De este modo, el precio justo de una opcién put simple (plain Vanilla)* con un retorno
f y un vencimiento T, expresado de la forma

V(S,0) = E[e™" f(Sp)]

y basado en el hecho de que las cantidades como V(S,t) se pueden caracterizar como
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales deterministas (EDP), partiendo o
aplicando, por ejemplo, la ecuacion diferencial estocastica de Fokker Planck.

De este modo, en la seccion 2, se revisa la ecuacion Fokker-Planck al mismo
tiempo que se establece la relacidn con nuestro problema financiero propuesto de la
valoracion de activos; en la seccién 3 se plantean las hip6tesis de partida y se define
la estructura y dimensién del problema; en la seccién 4 se aplica el correspondiente
método computacional con el software Matlab© para investigar la precision y el
comportamiento bajo diferentes condiciones de contorno y/o para diferentes
discretizaciones de pardmetros. Finalmente, en la Gltima seccion, se expondran las
conclusiones obtenidas y se estableceran posibles lineas de trabajo.

2. LA ECUACION FOKKER-PLANCK Y LA CONEXION ENTRE LA
FISICA 'Y LAS FINANZAS.

En 1913, en su tesis doctoral, Adrian Fokker, plantea la ecuacion y Max Planck la
deriva y la desarrolla como una ecuacidn diferencial de segundo orden. Esta ecuacion
describe la evolucion temporal de la densidad de probabilidad de la particula
browniana en un fluido (Risken y Hannes, 1996) y no tiene una Unica solucion dado
gue contiene variables aleatorias y describe, no solo la estacionariedad, sino también
la dinamica del sistema, si se utiliza la solucion dependiente del tiempo apropiada.

La ecuacion de Fokker-Planck es una ecuacion de difusion temporal hacia adelante®
que describe un proceso de Markov como convencion/deriva combinada con difusion:

4 Los contratos de opciones mas simples son los denominados, en la nomenclatura anglosajona
“European Vanilla”,

5 Del inglés ‘forward equation’, que junto a las ecuaciones retroactivas (‘backward equations’)
por lo general, se refieren a las ecuaciones diferenciales que rigen la funciéon de densidad de
probabilidad de transicion para un proceso estocastico. Son ecuaciones de difusion y, por lo
tanto, deben resolverse en la direccién apropiada en el tiempo, de ahi los nombres.
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d 0 d
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No es el proposito de este articulo la derivacion completa de la ecuacién anterior, baste
decir que (2) es la ecuacién de Fokker-Planck para la probabilidad Pdxdv de encontrar
la particula Browniana en el intervalo (x, x + dx) y (v,v + dv) en el tiempo t.

De hecho, el movimiento browniano sigue esta Ultima ecuacion, aunque, como
alternativa puede utilizarse la ecuacion Fokker-Planck considerando una densidad de
probabilidad en la velocidad y el tiempo f(v, t).

En fisica, por ejemplo, la interaccion de ondas de radio-frecuencia con plasma es
descrita por una ecuacion Fokker-Planck con un término afiadido casi lineal (Stephen
y Yau, 2004). Otros autores (Desloge, 1963), han aproximado con la ecuacién Fokker-
Planck al término de interaccion en la ecuacion de transporte de Boltzmann con
aplicaciones y resultados para gases completamente ionizados. Por otro lado, Ligou
(Ligou, 2006) propone una derivacion de la ecuacion Boltzmann-Fokker-Planck
desarrollada en el marco de la teoria cinética del gas.

En nuestro caso, nos proponemos hacer eso mismo gque han hecho los autores
citados anteriormente, pero aplicandolo, como se ha mencionado con anterioridad, a
la valoracion de opciones, modelo més conocido como Black-Scholes.

2.1. El modelo de Black-Scholes.

En 1973 Fisher Black y Myron Scholes plantearon un modelo para valorar
derivados financieros, concretamente opciones, basado en la hipotesis (ya planteada
por Bachelier) de que el logaritmo de las fluctuaciones de precio sigue un movimiento
browniano; de hecho, su célebre y ampliamente conocida ecuacién, bautizada como
ecuacion de Black-Scholes y galadornada (como resultado de sus investigaciones)
con el premio Nobel de Economia en 1997 (Black y Scholes, 1973), no deja de ser una
ecuacion diferencial. EI ambiente de incertidumbre de la valoracion del precio de estas
opciones esta basado en un sistema con dos posibles estados; sin embargo, el poder
predictivo de los modelos de valoracion numéricos esté limitado por varias fuentes de
error. La primera de estas fuentes de error es el llamado error de modelizacién y es
debido a las siguientes (y posiblemente ‘irrealistas’) premisas sobre las cuales se basa
la teoria de Black y Scholes:

a) No hay costes de transaccion (hip6tesis de mercados sin friccion).

b) Ausencia de arbitraje (hipdtesis de mercado eficiente).

c) El proceso de valoracion S; es un movimiento Browniano geométrico.
d) Latasasinriesgo, r, Yy la volatilidad oson constantespara0 <t <T



Dejando a un lado el anteriormente mencionado error de modelizacion, nos situamos
en un mercado que se asume sigue un proceso Black y Scholes en el que el precio spot
del activo con riesgo es modelizado por un movimiento browniano S; con la siguiente
ecuacion diferencial estocéstica

dS, = S,(rdt + adW,), S, =S, 3)

donde en aras de la simplicidad se asume que no se pagan dividendos y que se trata de
una opcion Europea®. En base pues, a todo lo anterior, la ecuacion de Fokker-Planck
aplicada a la anterior ecuacion diferencial estocastica (3) es la mencionada ecuacion
de Black-Scholes (en adelante BS).

Basandonos en el teorema de Feynman-Kac, que establece la union entre las
ecuaciones parciales diferenciales parabélicas y los procesos estocasticos (Simon,
1979), obtenemos momentos como el precio descontado de un contrato de opcion

europeo con payoff f(S), es decir, E(exp(r — T) f(S;)) es igual a la solucion V(S, 0)
de la ecuacion Black-Scholes, (en adelante BS).

AL LA LA, D 4
ot T 2° asz TP TV TR en (4)

en el dominio
D={(51t):5>0, 0<t<T} (5)
Asi, la ecuacion de BS (4) ha de ser completada con la condicion terminal
V(S,T) = rentabilidad (payoff) (6)

la cual depende del tipo de opcién. V, asimismo, también debe satisfacer unas
condiciones de contorno’ en S=0y S— c. Por ejemplo, para una opcion call:

V(,t)=0, V(S ,t)~S—Ke 7T-D §500,0<t<T 7

Asi, la ecuacion BS (4) es una ecuacion parcial diferencial parabélica con el operador
diferencial “espacial” de segundo orden

6 Una opcion europea es que aquella que solo puede ser ejercida al final, es decir, en su
madurez.

7 En inglés “boundary conditions (BC)”
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lo que degenera en S=0. Téngase en cuenta que ABS es de tipo Euler, es decir, los
coeficientes del polinomio (en S) tienen la misma homogeneidad que el orden de la
diferenciacion.

La ecuacion BS (4) se puede resolver analiticamente siendo “o” y “r ” constantes
y para los derivados europeos mas simples. Sin embargo, para derivados mas
complejos, tales como opciones americanas (American contracts), opciones
dependientes del recorrido (path-dependent options), etc., no es posible su resolucién
mediante técnicas analiticas, siendo necesarios métodos numéricos. En el caso que nos
ocupa nos hemos centrado en el caso mas simple, asi en los puntos siguientes,
desarrollamos: por un lado, el aparato matematico que nos permite plantear el
problema para, a continuacion, aplicar los correspondientes métodos que arrojaran
como resultado la solucion dptima bajo diferentes condiciones limite y/o diferentes
parametros de discretizacién.

En linea con Courant y otros (1928), problemas de la fisica matematica clasica
que incluyan ecuaciones diferenciales parciales pueden ser reducidos, con objeto de
simplificar su estructura, reemplazando los diferenciales por cocientes de diferencia
en alguna (rectilinea, por ejemplo) malla, de hecho, su trabajo desarrolla una solucion
para estos problemas algebraicos, en particular del comportamiento de la solucién
cuando el ancho de malla tiende a cero.

De forma similar y en nuestro caso, en el desarrollo de los métodos numéricos,
asf como de la formulacion de la solucion exacta de la ecuacion BS, resulta ciertamente
ventajoso transformar dicha ecuacion en una forma mas simple y que permitan disefiar
algoritmos con un rendimiento independiente de los parametros en el modelo BS; por
ello, la reduciremos, previamente a su forma estdndar e impondremos unas
condiciones de contorno.

2.2. La ecuacién Black-Scholes en log-precio y la configuraciéon de un dominio
acotado.

Téngase en cuenta que el operador diferencial ABS degenera cerca de S=0, de modo
que para obtener un operador que no se comporte de ese modo tenemos que
transformar el proceso del precio X=log(S:), el cual resuelve la ecuacién diferencial
estocéastica

0.2



El generador infinitesimal para este proceso tiene coeficientes constantes y es
dado por

2 2 2
ABS—lOg :O-_a__}_ r_O'_ i
2 0x2 2 )ox

Estableciendo
V(S t) =v(logS, T —t)

y obteniendo que v(x, T) resuelve la ecuacion BS en log-precio:

0,v — ABSTIy + rp =0 en Rx(0,T)

9)
v(0,x) = f(e*) en Rx(0,T)

La ecuacion de BS (4) es una ecuacion diferencial “parabolica’ que puede perder, sin
embargo, este caracter si la volatilidad o es pequefia, lo cual causa problemas a la hora
de su solucion numeérica, por lo tanto y también para la derivacion de una solucién en
forma cerrada, es importante darse cuenta de que (4) mediante las adecuadas
transformaciones, es equivalente a la ecuacion del calor,

ou 0%u

gt 9x?

gue es también una ecuacién parcial diferencial parabdlica y describe un proceso de
difusién. Esto es otra muestra mas de la relacién entre fisica y finanzas, de hecho, hay
multitud de demostraciones y derivaciones de como llegar desde la ecuacién del calor
hasta la ecuacion de BS.

Finalmente, para configurar los métodos en diferencias finitas en un dominio
computacional acotado, debemos truncar la ecuacion BS a un dominio de este tipo:
dado R > 0, restringimos (9) a |x| < R. Esta restriccién significa que necesitamos
condiciones de contorno artificiales en x = +R, siendo las condiciones méas simples
las homogéneas (o barrera), donde se denota por v®(x,t) la solucion al problema
truncado



0, vR — ABS—logpR 4 R =0 en (=R,R) x(0,T),
vR(0,x) = f(e*) x| <R
vR(£R,t) =0 0<t<T

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA: DIFERENCIAS FINITAS PARA
UNA OPCION PUT EUROPEA.

Consideremos la ecuacion BS analizada anteriormente

V(S,T) =h(S) en R,,

donde J := [0, T]. Dejando que u(x,t) = V(e*,T — t), entonces u resuelve que

6u+02 62u+ a? ou “o R x 10
Jdt 2 0x? 2 r 0x = en J (10)
u(x,0) =yY(x) enR, 1y

donde ¥ (x) := h(e*). Desde que no podemos discretizar las ecuaciones (10) y
(11), debemos truncarlas en el dominio acotado [a,b] e imponer condiciones de
contorno

ou o0?d0%*u [o? ou 3
E+7W+<7—r>a—ru—0 en [a,b]x] (12)
u(x,0) =y (x) en [a,b] (13)
u(a,7) = g8 (v), ub,7) = gy (v) en | (14)

obien (1) =g¥®), LB =gf@ en )
obien  T2(a,1) =gl @, ub,)=gf@ en ]

obien  u(@) = gP@®), L(b1)=gl@ en J

Discretizamos (12)-(14) mediante diferencias finitas en x € [a, b] con una malla
o red de tamafio h = Il\%‘i y mediante el esquema-6 en t € [0,T] con M intervalos



de tiempo de tamafio k = % Por otro lado, si dejamos que uj"™ = u(x;, T,,) Y que

u™ = (ul, ..., ud)T. Finalmente, obtenemos un sistema lineal para resolver en
cada intervalo de tiempo del tipo

Bu™t! = Cu™+b™, m=0,..,M—1

Por lo tanto, lo que nos proponemaos, una vez planteado el problema, es investigar
la precisién/comportamiento de la solucién numérica bajo diferentes condiciones
de contorno y/o diferentes discretizaciones de los parametros k, h, 6.

4. APLICACION DE METODOS NUMERICOS PARA SOLUCION
OPTIMA: PRECISION Y COMPORTAMIENTO.

4.1. Demostracion de la inestabilidad del esquema—80

En primer lugar, desde un andlisis de estabilidad, sabemos que el esquema-0 es
estable si el factor de amplificacion

1+ (1—0)uk

UC0 R

satisface |r(uk)| < 1. Aqui, k indica el intervalo de tiempoy pu = —4; v,

1 < i < N, con A; y como auto-valores (o valores propios) de la matriz % (B-C) €
RN*N_ Asumiendo que 0 < A,y <A,y < -+ < Ay, podemos demostrar que el
esquema-@ anterior es incondicionalmente estable si % < 0 < 1yqueelintervalo de
tiempo k debe satisfacer

k (15)

< -
T (1 -20)Avn
gose<§

Para ello, tenemos que

lrnk)| <11 i
(vl < 1+ 0kdin|
0 1 <2
—+ 0k
Ain

2
o0<k<s—+ 2060k
Ain



Ahora,si0 < 0 < % entonces 0 < k(1 — 26) y asi la Gltima condicion puede ser

reformulada como
2 9<§ 2
0<k<s—+20k=0<k(1-20) <—.
Ain Ain

Si % < 6 < 1, entonces 2k6 = k y asi, la condicion 0 < k < % + 26k siempre
iN
se mantiene, independientemente de 4; y > 0.

4.2. Calculo de Ay y en caso de condiciones de contorno limite

En el caso de condiciones de contorno limite, podemos encontrar una expresion
. .1 . .
para Ay y, para ello necesitamos la matriz P (B-C). De este modo, usando diferencias
.. - - 1
finitas de segundo orden en espacio (es decir, = (uit, = 2u™ +u™,) parady, u(x, 1)
1 .

Y5 (uit, —u™,) para d,u(x, t) )y el esquema-6 en el tiempo hasta la madurez t,
tenemos:

%(z"l“ —u™) = Ap(Bu™t + (1 - 6)u™) (16)

BS—log

conA, = A? —rly

2

o 2
2h?

ag

B 1
(ART9); = s (Ui — 2w +uig) + <r B 7>ﬁ(ui+1 ~ ).

Entonces, la matriz es tri-diagonal (A, = diag(a~,8,a*)) con cuyas entradas
vienen dadas por

De (16) sigue (en el caso de condiciones de contorno cero)

(1= 6kA,) W™ = (L+ (1 - O)kA,) u™ (17)
=B =:C

y asi, de este modo %(B-C) = —A; = diag(—a~, -, —a*) € RN*Nsegln el
método de convergencia de diferencias finitas, hallamos los auto-valores
Ainvi=1,..,Ny



Put value V

Figura 1: izquierda: criterio de estabilidad k

4.3. Hipotesis g2 () = g2(r) =0
4.3.1. Aproximacion para 8 = 0 (Esquema Euler explicito)

El siguiente paso en nuestro proposito de comprobar el comportamiento y la
precisién de nuestra solucién numérica es la realizacion de simulaciones o tests para
los valores de 6 tanto cuando la condicidn (15) es satisfecha como cuando no lo es y
compararemos la solucion numérica con la formula de Black-Scholes mediante el
gréafico del error nodal absoluto.

2
Si 8 = 0, el intervalo de tiempo k debe satisfacer k < 2~ h—z
AN,N o

TomamosT = 1,K = 20,0 = 0.3,r = 0.05, [a,b] = [-5,5] y N = 500 puntos en la
. . . . h?
cuadricula para el precio-log de x. De acuerdo con la aproximacion k <=,

tendriamos que coger M =~ 226 intervalos de tiempo para cumplir el criterio de
estabilidad. Dicha comparacion y resultado se puede apreciar en la (figura 1)

FDM solution using N = 500, M = 222, and theta = 0.
T T

FDM solution using N = 500, M = 226, and theia = 0.
20 T T T T T

-
Putvalue V
=
T

[ | . 4
II‘ IHVW |

ok

iy
.lhlmi”l'ﬂ'lﬁ‘lﬂh"\‘f\-\ s o s — .
20 30

60 0 10 20 30 40 50
spot price S

10 40 50

spot price S

~ Avn

< -2 no satisfecho. Derecha: criterio de estabilidad satisfecho.

60



Put value V

4.3.2. Aproximacién para k = h y esquema Euler implicito 8 =1y 0 = %

(Crank-Nicholson).

Si k = h, podemos esperar que el error sea de orden O(h) si 8 = 1,y O(h?) si
0 =§. Asi, de este modo, podemos esperar un error mas pequefio para 6 = %
Numéricamente, esto se confirma cuando seleccionamos, en nuestra simulacion los
mismos valores que en el caso del punto 4.1, con N = 999 y asi, M = T(bN_J;l) =100

intervalos de tiempo (ver figura 3).

FDM solution using N = 2000, M = 5000, and theta = 0.

= =
absolute nodal error
'cl =
/
/’i
0
|
|
[
/
i [ L

0 L 1 e L I L L I L L
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
spot price S spot price S

Figura 2: solucion numérica y error nodal absoluto para N = 2000, M = 5000. Mala aproximacion en
S =~ 0 debido a las condiciones de contorno cero.

theta=1
— — — theta=1/2|

—

- 7/ﬂ“f\ﬁ L

N

absolute nodal error
b

0 10 20 30 40 50 60
spot price S

i . I 1
Figura 3: El error nodal absoluto es entre 10-100 veces mas pequefio si usamos 6 = >



4.4. HipGtesis g2 (t) = Ke™ —e* y gP(1) =0

Para la simulacién de esta hipotesis seguiremos los mismos pasos que para la
hipétesis anterior, de este modo:

4.4.1. Aproximacion para 8 = 0 (Esquema Euler explicito)

Como hemos establecido, si tomamos g2(t) = Ke ™" —e%, gP(r) =0,
podemos justificar que g2 (r) es una eleccién apropiada y con unas condiciones de
contorno razonables. Asi, sabemos que V¢ (S, t)|s=o = 0y Vp (S, t)|s-e = 0.

De la paridad put-call S + Vp — V, = Ke 7T~ concluimos que Vp (S, t) ~
Ke TT-8 _§ § 5 0.Asi,u(x,7) ~ Ke™"" —e*, x— —oo.

Notese que las matrices B y C son como en el caso inicial descrito al comienzo
del punto 4. Para encontrar b™, consideraremos la primera ecuacion en (17)

—Oka~ul**! + (1 — OkB)u*! — Gka*ultt?
=1 -kaul+ 1+ A —-)kpPu™+ (1 — O)katul. (18)

Los valores um*+1, 4™ son dados por ul**! = g2 (t,,41) y ull* = g2 (z,,)
respectivamente. Asi,

(1 - 0kp)u™*t — Gkatult = (1 + (1 — OkPu™ + (1 — Oka™ull

+0ka™ gl (tme1) + (1 — O ka= g2 (7).
=(b™),

De lo cual sigue que (b™), =0, i=2,..,N,y

(Qm)l = ka‘(@(l(e‘”m+1 —eHN+(1-0)(Ke "'m — ea)).

En este caso de esta hipétesis y procediendo de forma similar que en el punto 4.3, es
decir, simulando con 8 = 0 y recordemos, satisfaciendo la condicion (15), la capa
limite S = 0 es eliminada.



FDM solution using N = 1000, M = 835, and theta = 0. FDM solution using N = 1000, M = 905, and theta = 0.

Putvalue V
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Putvalue V
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Figura 4: El error nodal absoluto es entre 10-100 veces mas pequefio si usamos 6 = >

4.4.2. Aproximacion para k = h'y esquema Euler implicito 6 =1y 6 = %
(Crank-Nicholson).

Tomando los mismos valores que en el apartado 4.3.2., vemos en la figura 5
que la aproximacion en S = 0 es bastante buena.

—— “theta-112
10" - theta=1_|{

absolute nodal error

1] 10 20 30 40 50 60
spot price 8

1
Figura 5: Comparativa del error nodal absoluto para 8 = 0y 8 = 7

4.5. Solucion numérica mediante la aproximacion ﬁ(—?;u(a,r) + 4u(a +
h,t) —u(a+ 2h,1))

Dejemos que u(x,") € €3. Usando la expansion de Taylor en torno x = a
resulta



1
u(a + h,7v) = u(a,7) + ho,u(a, ) + Ehzaxxu(a, 7) + 0(h®)
u(a + 2h,7) = u(a, 1) + 2hd,u(a, ) + 2h?0,,u(a, ) + 0(h®)

Multiplicando la primera ecuacién por 4 y restando la segunda ecuacion elimina la
segunda derivada, asi tendremos

dula+1) = %(—Su(a, T) + 4u(a + h, 1) —u(a + 2h, 7)) + 0(h?).

Lo anterior implica que usemos
1 m m m N 1 m m N
ﬁ (_3u0 + 4u1 —Up ) =Ya (Tm) = § (4’u1 — Uy — Zhga (Tm))

para incorporar condiciones de contorno Neumann.

De nuevo, para encontrar las matrices B, C y los vectores b™, consideramos la
ecuacion (18); en ella reemplazamos ug* por la expresion anterior (y de forma similar
para uf**1), donde después de agrupar los términos apropiados tenemos

4 1
(—geka‘ +1+ Bkﬁ) untt 4 <§ Oka™ — 6ka+) uptt

4 1
- (§(1 —Oka +1+(1— B)kﬁ) um 4+ (—5(1 —O)ka~ + (1 — e)koﬁ)u;n

2 ke (891 (tar) + (1~ B)gl (5)),

tal que
(1— kA, u™ = (1+ (1 - 6)kA,)u™ +b™,
=:B =:C
donde

— 4 — 1 — —
(Ah)11 = §0{_ + ﬁ, (Ah)12 = —§(Z_ + a+, (Ah)l] = (Ah)l]’

y finalmente
(b™), =2 khamet,  (b™),=0,  i=2..N.

Simulando con los mismos valores que en el punto 4.3.1 y N=5000, M=1000, vemos
(figura 6) que el error nodal absoluto es menor que 10°.



absolute nodal error

: L L | L
0 10 20 30 40 50 60
spot price S

Figura 6: Error nodal absoluto para N = 5000, M = 1000

Finalmente, terminamos la seccidn con una observacién importante y es que, en el
modelo de Black-Scholes, las ganancias, distribuidas de forma gaussiana, son
generadas por la ecuacion diferencial estocastica

o2
dx = (r—7>dt+adB

donde o es constante. La correspondiente ecuacion de Fokker-Planck es

of o?\of  020%f
ot . \" T2 )ox T2 ox2

Por lo tanto, la distribucion del precio log-normal es descrita por
dp = rpdt + opdB

y la distribucion log-normal es funcién Green para

2 92

dg d + 2
Tap (r9) 2 3p? (r°9)

at

donde g(p,t)dp = f(x,t)dx o f(x,t) = pg(p,t) con x = Inp (McCauley, 2004 y
Watanabe, 2014).

5. CONCLUSIONES

Al comienzo hemos enumerado algunos elementos y teorias de la fisica y la
mecénica cuantica que tienen su aplicacion al campo de la economia y mas



concretamente, de las finanzas.

En el caso que hemos desarrollado hemos deducido que la ecuacion Fokker-
Planck es la base sobre la que se asienta el proceso estocastico en el que se basa el
modelo de Black-Scholes, ademas, se ha presentado una caracterizacion probabilistica
del precio justo de la ecuacién diferencial estocéastica, se ha calculado via solucién
numérica siguiendo el método de diferencias finitas y hemos comprobado la precision
y el comportamiento bajo diferentes condiciones de contorno y con diferentes valores
de los parametros de discretizacion k, h, 6.

De este modo, podemos concluir que la ecuacion de Fokker-Planck se configura
como uno de los métodos mas dptimos para resolver cualquier ecuacion diferencial
estocéstica, ya que describe no solo las propiedades de estacionariedad, sino que
también describe el comportamiento dindmico del proceso estocastico en cuestion,
siendo aplicable tanto a sistemas en equilibrio como a sistemas en situacion de no
equilibrio.

Dentro de la linea de trabajo, orientada tanto a la aplicacion de modelos y teorias
del campo de la fisica a la economia financiera como del uso de métodos numéricos
para la resolucion de estos problemas, se podrian aplicar conceptos de la mecanica
cuantica a la modelizacién del mercado de valores, en linea con autores como Zhang
(Zhang y Huang, 2010) o tratar de modelizar el rendimiento de ciertos activos, de
forma similar a McCauley y Gunaratne (2000) que muestran cdmo la formulacion de
fluctuaciones de Fokker-Planck puede ser utilizada con una volatilidad local
(coeficiente de difusion) para generar una distribucién exponencial para rendimientos
de estos activos.

A pesar de las diferencias que puedan surgir entre fisicos y economistas, revisando
la literatura, es innegable la contribucion que se ha hecho en los Gltimos afios debido
a este nuevo campo Yy el futuro presenta numerosas oportunidades y retos de
investigacion en ambas areas como para no establecer lazos de unién y colaboracion
entre ambas partes.
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ANEXO I: Codigo de simulacion para la ecuacion diferencial parcial de Black-
Scholes en diferencias finitas mediante Matlab©

Las soluciones obtenidas aplicando métodos numéricos han sido hechas con el
software Matlab, cuyo script y rutina se adjuntan a continuacion.

50

Resolucidén ecuacidén EDP (Ecuacién Diferencial Parcial) Black-Scholes (BS) usando
diferencias finitas

a0 oe

o

V = EUROPUTFDM (K, SIGMA, T, r, THETA, N, M, a, b, BC) proporciona la
solucién aproximada para una opcidén Put Europea en el dominio log-precio
(a,b) con respecto condiciones de contorno (BC) (boundary conditions).

Jo

o° o o

Para esas condiciones de contorno BC usamos:

% BC = 1 para BC homogéneas: u(a,tau) = u(b,tau) = 0
% BC = 2 para BC Dirichlet: u(a,tau) = g a(b,tau), u(b, tau) =0
% BC = 3 para BC Neumann: u x(a,tau) = g a(b,tau), u(b, tau) =0

Jo

Para la discretizacién de la EDP BS, EUROPUTEFDM, usamos como esquema en
diferencias finitas el entorno log-price (con tamafo de red (b-a)/ (N+1)

o° oo

o

a0

K, SIGMA, T, r son los pardmetros usuales de la ecuacidén BS. THETA es una
constant que satisface 0 <= THETA <= 1, y M es el numero de intervalos de tiempo.

o° oe

Jo

Ejemplo:
V = europutfdm(20, 0.3, 1, 0.05, 1, 1000, 100, -5, 5, 1);

o0

function V = europutfdm(K, sigma, T, r, theta, N, M, a, b, BC)

K = 20; sigma = 0.3; T = 1; r = 0.05; theta = 0; N = 2000; M = 5000; a = -5; b = 5;
BC = 1;

Parametros de discretizacidn
= (b-a)/(N+1); k = T/M;
= [ath:h:b-h]"';

XD oo

o

> Variables necesarias
alphap = sigma”2/(2*h"2)+1/(2*h)* (r-sigma~2/2);
alpham = sigma”2/(2*h”"2)+1/(2*h)* (r-sigma”~2/2);
beta = -(sigma/h)"2-r;

% Sistema de matrices
e = ones(N,1);
Id = spdiags(e, 0, N, N); Ah = spdiags([alpham*e beta*e alphap*e], -1:1,N,N);
% Para las condiciones de contorno Neumann, ajustamos la matriz Ah
f BC ==
Ah(1,1) Ah(1,1)+4/3*alpham;
Ah(1,2) = Ah(1,2)-1/3*alpham;
else
end
B= Id-k*theta*Ah; C = Id+k*(l-theta) *Ah;

-

% condicién en k (si 0 <= theta < 1/2)
if theta < 1/2
g = 2/ ((1-2*theta) * (-beta-2*sqgrt (alphap*alpham) *cos (N*pi/ (N+1))));

if k > g
disp('The results may be inaccurate due to loss of stability')
disp(['Your time step is k = ',num2str(k),'; it must be smaller

than',num2str(q)," !'])



else

end
else
end
% Condicién inicial
u = max (0, K-exp(x)); tau = 0;
if BC ==
% loop

while (tau < T)
tau = tau + k; u = B\ (C*u);
end
elseif BC ==
f = zeros(N, 1);
% loop
while (tau < T)
tau = tau + k;
% actualizacidén de la condicidén de contorno
f (1) = k*alpha* (theta* (K*exp (-r*tau)-exp(a))+(l-theta)* (K*exp (-r* (tau-k))-
exp(a)));
u = B\ (C*u+f);
end
elseif BC ==
f = zeros(N,1); f(1)=2/3*h*k*alpham*exp (a);
% loop
while (tau < T)
tau = tau + k; u = B\ (C*u+f);
end
else
end

% comparacidén con formula BS

x = [a:th:b]'; Vexact = bs(K, T, exp(x), sigma, r);
if BC == 1
V = [0;u;0];
elseif BC ==
V = [K*exp(-r*T)-exp(a);u;0];
elseif BC ==
V = [1/3*%(4*u(l)-u(2)+2*h*exp(a));u;0];
else
end

%subplot (1,2,1); se ahade figure

figure, plot(exp(x), V), xlabel('spot price S'), ylabel ('Put value V')
title(['FDM solution using N = ',num2str(N),',M = ',num2str(M),', and theta =
', num2str (theta), '."'])

axis ([0 3*K 0 KJ])

% obtencidén del nodal error

e = abs((Vexact-V)./Vexact) ;

%subplot (1,2,2); se ahade figure

figure, semilogy(exp(x), e), axis ([0 3*K 0 K])

xlabel ('spot price S'), ylabel('relative nodal error')

return

o
S

function uexact = bs(K, T, S, sigma, r)

t =0; tau =T - t; % tiempo hasta el vencimiento
dl = log(S/K) + (r + sigma*sigma*0.5) *tau;

dl = dl/sigma/sqgrt (tau);

d2 = log(S/K) + (r - sigma*sigma*0.5)*tau;

d2 = d2/sigma/sqgrt (tau) ;

valueC = S.*(0.5+0.5*erf (d1/sqrt(2)))-K*exp (-r*tau) * (0.5+0.5*erf (d2/sqrt (2)));



uexact = valueC - S + K*exp(-r*T);
return



